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This paper deals with the behaviour of electromagnetic fields in electrically conducting media
carrying out turbulent motions. The basis is formed by Maxwell’s and the corresponding constitu-
tive equations inclusive Ohm’s law, all with the neglections usual in magnetohydrodynamics. Atten-
tion is directed to certain mean fields defined by statistical averaging.

From the equations mentioned above, except Ohm’s law, one gets equations of the same kind
for the mean fields. In Ohm’s law, however, the transition to the mean fields leads to an additional
term o’ X B’, the averaged vector product of the fluctuations in the velocity of the medium and the
magnetic flux density. The investigation of this term makes up the centre in the elaboration of an
electrodynamics of mean fields.

As a very simple example a homogeneous isotropic turbulence showing reflexion symmetry is
considered. In this case v’Xx B’ makes allowance for the introduction of a modified electrical con-
ductivity. If the reflexion symmetry is violated, o’ B’ describes an effect allowing a dynamo
action.

Furthermore, a general method for calculation of v’ X B’ for arbitrary turbulent motions is de-
veloped, and a survey is given of the results which can be expected for some special kinds of tur-

bulence.

Einfiihrung

1. Die Frage nach der Wechselwirkung elektro-
magnetischer Felder mit elektrisch leitender fliissi-
ger oder gasformiger Materie, die zu turbulenter
Bewegung angeregt wird, hat in letzter Zeit eine viel-
filtige Bedeutung erlangt. Sie ist insbesondere im
Hinblick auf stellare und planetare Magnetfelder
aufgeworfen worden, hat sich aber beispielsweise
auch im Zusammenhang mit magnetohydrodynami-
schen Generatoren und mit Induktionspumpen fiir
fliissige Metalle sowie bei den Bemiithungen um die
magnetische EinschlieBung heifler Plasmen ergeben.

Unsere Untersuchung soll zur Kldrung dieser
Frage beitragen. Wir befassen uns in erster Linie
damit, wie sich eine gegebene Bewegung eines elek-
trisch leitenden kontinuierlichen Mediums auf darin
vorhandene elektromagnetische Felder auswirkt. Da-
bei treten sowohl die Ursachen der Bewegung als
auch der Einflu} in den Hintergrund, den jene Fel-
der auf die letztere ausiiben. Wir bemiihen uns aber
nicht darum, den durch die turbulente Bewegung
hervorgerufenen verwickelten raumlichen und zeit-
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lichen Verlauf der elektromagnetischen Felder in
Einzelheiten zu erfassen. Man kann bekanntlich jene
Bewegung als Uberlagerung einer mittleren Bewe-
gung mit turbulenten Schwankungen auffassen, und
Entsprechendes gilt fiir die elektromagnetischen Fel-
der. Unsere Aufmerksamkeit richtet sich letztlich
allein auf die mittleren elektromagnetischen Felder.

2. In der Vergangenheit sind Vorstellungen ent-
wickelt worden, wonach die turbulenten Schwankun-
gen in der Bewegung eines elektrisch leitenden Me-
diums die mittleren elektromagnetischen Felder eben-
so beeinflussen, wie es bestimmte Anderungen der
elektrischen Leitfahigkeit und der magnetischen
Permeabilitdt des Mediums tun wiirden. Demzufolge
kann man das Auftreten jener Schwankungen bei
der Berechnung der mittleren Felder einfach durch
die Einfilhrung abgewandelter Werte fiir diese bei-
den Materialgroflen beriicksichtigen. Erste Ergeb-
nisse dieser Art haben Sweer 1950! und Csapa
1951 2 verofentlicht, weitere teilten ELsasser 1956 3,
Morrart 1961 4 sowie Csapa 1961 3 mit. Eine Reihe
wesentlicher Gedanken ist von SteensEck 1961 ¢
und 19637 dargelegt worden. Zur Illustration er-

5 I. K. Csapa, Vortrag auf dem Symposium iiber theoretische
Physik in Balatonf6éldvar im September 1961 (unveroffent-
licht) .
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wihnen wir, daf} die Werte beider Materialgroflen
nach den Abschitzungen des letzteren 8 fiir die Was-
serstoffkonvektionszone der Sonne um eine bis zwei
Zehnerpotenzen zu verringern sind.

Die turbulenten Schwankungen in der Bewegung
des Mediums konnen aber auch Wirkungen auf die
mittleren elektromagnetischen Felder hervorrufen,
die sich nicht durch Anderungen von Leitfihigkeit
und Permeabilitit erfassen lassen. Beispiele dafiir
wurden von SteexBEck 19616 und weiterhin von
SteeNBECK, KRAUSE und dem Verfasser 1963 8 be-
handelt. Auf neuere Erkenntnisse, die sich in diesem
Zusammenhang ergeben haben, gehen wir spiter
noch ein.

3. Durch die geschilderte Entwicklung angeregt,
streben wir danach, eine weitgehend allgemeine
Elektrodynamik der mittleren Felder in turbulenten
leitenden Medien aufzubauen. Zunichst werden
einige Grundgedanken dargelegt und an solchen
Beispielen erldutert, die sich auf besonders einfache
Formen der turbulenten Bewegung beziehen. Danach
wird ein Verfahren begriindet, mit dem sich belie-
bige turbulente Bewegungen erfassen lassen, und
ein gewisser Uberblick dariiber gegeben, welche Er-
gebnisse in einigermallen einfachen Fillen zu er-
warten sind. Wahrend wir in dieser Untersuchung
von den erwihnten turbulenzbedingten Leitfahig-
keits- und Permeabilitdtsinderungen lediglich die
erstere kurz erortern, sollen in der anschlieBenden
beide mit Hilfe jenes Verfahrens ausfiihrlich behan-
delt werden.

Grundgedanken

1. Unsere Betrachtungen bauen auf der Grund-
lage der nichtrelativistischen Magnetohydrodynamik
auf. Wir fiihren zunédchst eine Reihe von Feldgrofen
ein, namlich die magnetische KraftfluBdichte B, die
magnetische Feldstirke H, die elektrische Feldstarke
E, die elektrische Stromdichte j sowie die Geschwin-
digkeit v, mit der sich das Medium bewegt. Das
letztere weise eine konstante magnetische Permeabi-
litit u und eine ebensolche elektrische Leitfahigkeit
o auf.

Unter den Voraussetzungen der nichtrelativisti-
schen Magnetohydrodynamik konnen die Maxwell-
Gleichungen und auch die fiir bewegte Medien gel-

8 M. Steenxseck, F. Kravse u. K.-H. Riprer, Sitzungsber.
Deutsch. Akad. Wiss. Berlin, KI. Math., Phys., Tech. Nr.
1/1963.
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tenden Materialgleichungen wesentlich vereinfacht
werden. Im praktischen Maflsystem erhélt man
rotH=j,

rotE= — aalti . divB=0 (1)

sowie

B=uH, j=o0(E+vxB). (2)

Daraus lassen sich B, H, E und j bestimmen, falls
v gegeben ist. Es ist dabei zweckmaBig, von (1)
und (2) zunéchst zu

1 B rot(xB)— B0, divB-0 (3)

uo ot
iiberzugehen. Gelingt es, B zu ermitteln, so liefern
(1) und (2) dann ohne weiteres H, E und j.

Den einleitenden Bemerkungen geméf soll v nicht
nur an dieser Stelle, sondern auch im folgenden als
vorgegeben gelten. Damit setzen wir uns zunéichst
iiber die Schwierigkeiten hinweg, die sich aus dem
Einflu des Magnetfeldes auf die Bewegung des Me-
diums ergeben. Dal} dies nicht unbedingt auf eine
Vernachldssigung eines solchen Einflusses hinaus-
lauft, wird noch deutlich werden.

Natiirlich mufl man (1), (2) und auch (3), um
die Losungen eindeutig bestimmen zu kénnen, noch
durch geeignete Rand- und Anfangsbedingungen
erganzen. Wir werden dies im folgenden als selbst-
verstandlich betrachten und derartige Nebenbedin-
gungen nur dort erwdhnen, wo sie sich als beson-
ders bedeutsam erweisen.

2. Bei Turbulenz zeigen alle bisher benutzten
Feldgroflen unregelmifige rdaumliche und zeitliche
Schwankungen. Um eine Mittelung einzufiithren, be-
trachten wir jede derart schwankende Feldgrole F
als Zufallsfunktion. Die entsprechende mittlere Feld-
grofe F wird als mathematische Erwartung der letz-
teren erklirt und F — F mit F’ bezeichnet. Dann gilt
beispielsweise

wobei neben F auch G eine beliebige Feldgrofie dar-
stellt. Ferner ist diese Mittelung mit beliebigen
raumlichen und zeitlichen Differentiationen und In-
tegrationen in der Reihenfolge vertauschbar.

Wenn man unsere auf Zufallsfunktionen bezogene
und daher statistische Mittelung durch eine solche
ersetzt, die auf Grund einer raumlichen oder zeit-
lichen Gléttung der schwankenden Feldgroflen er-
klart wird, so ergibt sich nur insofern eine Ande-
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rung, als ein Teil von (4) als Néherung zu verste-
hen ist. Letztere ist daran gebunden, dall sich die
mittleren Feldgroflen innerhalb der fur die Glat-
tung mafigebenden Bereiche nur wenig dndern. Da
wir im folgenden gar nicht die Mittelungsvorschrift
selbst, sondern nur (4) und jene Vertauschungs-
regeln verwenden, darf man in dieser Naherung die
hier eingefiihrten mittleren FeldgréBen auch im
Sinne rdumlicher oder zeitlicher Glattungen deuten.

Wir wollen von einer Betrachtung ,,im Kleinen®
sprechen, wenn dabei die rdumlichen und zeitlichen
Schwankungen der Feldgroflen interessieren, und
von einer Betrachtung ,,im Groflen“, wenn es nur
auf mittlere FeldgroBen ankommt.

3. Die Aufgabe einer Elektrodynamik der mitt-
leren Felder sehen wir im wesentlichen darin, das
Verhalten von B, H, E und j zu bestimmen, wenn
¥ und gewisse fiir " kennzeichnende Gréfen gege-
ben sind.

Nach den Bemerkungen iiber die Mittelung folgen
aus (1) und (2) die Gleichungen

rotE:—glj, rotFI:i, divB=0 (5)

Jt
und B=uH, j=¢(E+vxB+v xB’). (6)
Sie stimmen formal weitgehend mit (1) und (2)
uberein. Lediglidl das infolge einer Nichtlinearitat
auftretende ’ x B verursacht eine Abweichung. Um
B.H,E und] aus (5) und (6) ausrechnen zu kon-
nen, muB neben ¥ auch v x B’ bekannt sein.
Letzteres bietet AnlaB, den Term v 1_3 genauer

zu betrachten. Durch Eintragen von B=B + B’ und
V=040 in (3) entsteht

ﬁaa‘; +B)+rot(vx B +vx B’

(7)
+v'xB +v'xB’) — gt (B+B')=0
div(B +B’) =0

Soweit B, v und v’ gegeben sind wird damit B’
festgelegt. Demnach darf man v’ x B’ als Funktio-
nal von B, v und v’ auffassen. Da es selbst eine
gemittelte GroBe darstellt, kann es auch ¥’ nur in
Gestalt derartiger GroBen enthalten. Im tibrigen ge-
hen natiirlich die zur Losung von (7) notwendigen
Rand- und Anfangsbedingungen fiir B’ ein; wir
lassen dies aber zunidchst unberiicksichtigt und wer-
den spiater noch einmal darauf zuriickkommen.

Wenn jenes Funktional fiir " x B’ bekannt wiire,
konnte man es in (6) eintragen. Dann bildete (5)
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zusammen mit (6) ein Gleichungssystem, auf Grund
dessen sich B, H, E und j aus v und geeigneten
Angaben iiber v” ermitteln lieBen. Die Bestimmung
eines solchen Funktionals ist daher als Angelpunkt
fir die Ausarbeitung einer Elektrodynamik der
mittleren Felder anzusehen.

4. Bevor wir uns dieser Aufgabe zuwenden, soll
noch eine Analogie besprochen werden, welche die
Rolle von v x B’ in (6) etwas genauer erkennen
1aRt.

Dazu bemerken wir, dall wir uns von vornherein
stillschweigend auf solche Medien beschrankt haben,
die keine eingeprédgten elektromotorischen Krifte
aufweisen. Derartige zusitzliche Ursachen fir elek-
trische Strome sind aber beispielsweise infolge raum-
licher Unterschiede in Zusammensetzung und Tem-
peratur der Medien durchaus moglich. Man pflegt
sie zu beriicksichtigen, indem man in (2) neben
E+vxB als weiteren Summanden eine einge-
prigte Feldstirke E(®) eintrigt. Wir wollen Medien
mit iiberall verschwindendem E® als ,passive®,
alle anderen als ,,aktive bezeichnen.

Das Auftreten von E® in (2) entspricht formal
gerade dem von v’ x B’ in (6). In diesem Sinne
verhilt sich ein im Kleinen passives Medium bei
turbulenter Bewegung im GroBen wie ein aktives.
Soll diese Aussage aber nicht nur formale Bedeu-
tung haben, so muf} sie etwas eingeschriankt werden.
Wir wollen nur dann davon reden, daf3 die turbu-
lente Bewegung einem Medium einen aktiven Cha-
rakter verleiht, wenn sie Energie fiir den Aufbau
oder die Erhaltung der mittleren elektromagneti-
schen Felder zu liefern vermag.

Einfache Beispiele

1. Unsere Aufmerksamkeit richtet sich nun dar-
auf, wie v"x B’ als Funktional von B, v und v’
aussieht. Im Sinne einer Einfithrung sollen jedoch
zunichst nur mehr oder weniger heuristische Ge-
danken verfolgt und stark vereinfachte Verhaltnisse
betrachtet werden.

Dabei wie auch spiter bedienen wir uns neben der
Vektorrechnung in symbolischer Schreibweise weit-
gehend des Tensorkalkiils, beziehen ihn aber stets
nur auf kartesische Raumkoordinaten. Wird ein
Vektor beispielsweise mit A bezeichnet, so sind mit
A sein Betrag und mit A4; seine kartesischen Kom-
ponenten gemeint. Es bedeuten J;; den Kronecker-
Tensor und ¢&;j; den vollkommen antisymmetrischen
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Tensor dritter Stufe mit &,3=1 fiir Rechtssysteme.
Ferner wird die Summationskonvention verwendet.

2. Wir sehen es geradezu als Kennzeichen der
Turbulenz an, dal GroBen wie ¥” und B’ in einem
beliebigen Raum- und Zeitpunkt nur dann eine
merkliche Korrelation mit irgendwelchen Groflen in
anderen Raum- und Zeitpunkten aufweisen, wenn
sowohl der rdumliche als auch der zeitliche Abstand
nicht zu grof3 sind. Demnach braucht man aber, um
v’ x B fiir einen gegebenen Raum- und Zeitpunkt be-
stimmen zu kénnen, B und ebenso v und v’ nur in
einer entsprechenden rdumlichen und zeitlichen Um-
gebung desselben zu kennen.

Aus dem gleichen Grunde werden auch die Rand-
und Anfangsbedingungen fiir B" unwesentlich, so-
bald man die Abstinde von der Berandung des
betrachteten rdumlichen Bereiches und vom An-
fangszeitpunkt hinreichend grol wihlt. Letztere Be-
dingung soll im folgenden stets erfillt sein.

3. Unter diesen Umstinden besagt (7) nlcht nur,
dal v"x B’ als Funktional von B, v und v’ aufzu-
fassen ist, sondern weiterhin, da} dieses in B linear
und homogen sein mufl. Zur Vereinfachung setzen
wir die Ortsabhingigkeit von B als so schwach und
die Zeitabhingigkeit als soweit vernachldssigbar
voraus, daf} bereits seine Komponenten und deren
erste Ortsableitungen in einem gegebenen Raum-
und Zeitpunkt das Verhalten in einer Umgebung
desselben, wie sie im vorangehenden besprochen
wurde, genau genug bestimmen. Dann muf} aber

(v XB )1—(111 +buk gf (8)

gelten, wobei die Tensoren a;; und b;j; Funktionale
von ¥ und v’ und im iibrigen natiirlich gemittelte
Groflen darstellen.

Um den Einflul des Magnetfeldes auf die turbu-
lente Bewegung zu erfassen, kann man beispiels-
weise ¥” mit B verkniipfen. Es sei vermerkt, dal}
dies die Giiltigkeit von (8) nicht beriihrt. Natiirlich
hangen @;; und b;j; dann mittelbar von B ab.

4. Wir wollen nun die Gestalt von a;; und b;;; er-
ortern. Der Einfachheit halber gelte dabei v =0, so
daB die letzteren nur noch Funktionale von v’ und
zugleich, wie gesagt, gemittelte Groflen sind. Ferner
sollen dem v’-Feld gewisse einfache Symmetrie-
eigenschaften zugeschrieben werden.

Das v’-Feld entspreche einer homogenen Turbu-
lenz. Wir verstehen darunter, daf alle aus v’ ab-
leitbaren gemittelten Groflen ungedndert bleiben,
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wenn man dieses Feld beliebigen Parallelverschie-
bungen unterwirft. Daraus ergibt sich, dal a;; und
b;jx ortsunabhéngig sind.

Das v’-Feld soll iiberdies eine isotrope Turbu-
lenz darstellen. Damit ist gemeint, dal} sich jene aus
v’ ableitbaren GroBen auch durch beliebige Dre-
hungen dieses Feldes um beliebige Achsen nicht be-
einflussen lassen. Wir betrachten insbesondere die
Achsen, welche durch den Ursprung des Koordina-
tensystems verlaufen, und folgern, dal die Kompo-
nenten von a;; und b;j; gegeniiber beliebigen Dre-
hungen des Koordinatensystems invariant sein miis-
sen. Tensoren, deren Komponenten diese letztere
Eigenschaft aufweisen, pflegt man als isotrop zu be-
zeichnen. Was die zweite und dritte Stufe betrifft,
konnen sie sich nur um skalare Faktoren von d;; und
&;r unterscheiden. So ergibt sich

ai;=ad;,

9)

wobei a und f skalare Funktionale von »" und
tiberdies ortsunabhiéingige und gemittelte Grofen
bedeuten.

Indem wir isotrope Turbulenz verlangen, schlie-
Ben wir das Auftreten von bevorzugten Achsen in
der Bewegung des Mediums aus. So bleibt insbeson-
dere auch die Moglichkeit einer ausrichtenden Wir-
kung des Magnetfeldes unberiicksichtigt. Es han-
delt sich dabei um eine Vereinfachung, die minde-
stens fiir gewisse schwache Magnetfelder berechtigt
1st.

Nebenbei bemerkt, 1a6t sich aus der Isotropie der
Turbulenz, solange man bei den oben gewéhlten
Definitionen bleibt, die Homogenitiat derselben fol-
gern. Dies hdngt damit zusammen, dafl zwei auf-
einanderfolgende beliebige Drehungen um zwei be-
liebige windschiefe Achsen stets durch eine Drehung
und eine Parallelverschiebung zu ersetzen sind.

5. Faflit man (8) und (9) zusammen, so ergibt
sich

bijk = /3 Eijk »

vXB' =aB-frotB. (10)

Damit kehren wir zu (5) und (6) zuriick, wo nun-
mehr =0 zu setzen ist, und schreiben die letzte
dieser Beziehungen in

j= (E +aB) (11)

1+,¢ B
um. Nach dieser Abinderung bilden (5) und (6)
ein abgeschlossenes System, aus dem man B, H, E
und j bestimmen konnte, wenn die von v’ abhin-
gigen o und f bekannt waren.
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6. Bei der Erorterung von (11) wollen wir das
v’-Feld voriibergehend noch einer weiteren Symme-
trieforderung unterwerfen. Wir verlangen niamlich,
daB sich jene aus v” ableitbaren gemittelten GroBen
bei Spiegelung dieses Feldes an beliebigen Ebenen
nicht dndern. Wegen der Isotropiebedingung muf
dies gleichzeitig fiir Spiegelung an beliebigen Punk-
ten und insbesondere fiir die am Ursprung des
Koordinatensystems gelten. Bei der letzteren geht
ein irgendwie vorgegebenes v =v'*(x,t) in
v'=—v*(—x,t) iiber. Wir greifen zunichst auf
(7) zuriick, woraus wir uns (10) hergeleitet den-
ken diirfen. Soweit (7), wo wiederum v=0 zu
setzen ist, mit ¥'=v"*(x,¢) durch irgendwelche

=B*(x,t) und B B'*(x t) befriedigt wird,
trlfft dies gleichermafen auf vV=—-v*(-x,t) so-
wie B=B*(—x,t) und B'=B"*(—X,t) zu. Die-
selbe Eigenschaft muB natiirlich auch (10) aufweisen.
Ergibt sich mit v'=v'*(x,?) etwa a=a* und
B=p* so fihrt v'= —v*(—x,7) demnach auf
a= —a* und f=p*. Es diirfen sich aber a und §,
weil sie gemittelte Groflen darstellen, bei jener Spie-
gelung des v’-Feldes nicht dndern. Daraus folgt
a=0. Fiir f bekommt man keine Einschrankung.

Eine Spiegelung fiihrt bekanntlich eine Rechts-
schraube in eine Linksschraube iiber und umgekehrt.
Soweit das v"-Feld der oben eingefiihrten Spiege-
lungsbedingung geniigt, kann also in der Bewegung
des Mediums kein Schraubensinn vor dem anderen
ausgezeichnet sein. Letzteres duflert sich beispiels-
weise in ¥ rot v’ =0.

Aus der Giiltigkeit jener Spiegelungsbedingung
kann man iibrigens auf die Isotropie der Turbulenz
und nach dem Vorangehenden weiter auf ihre Homo-
genitit schlieen. Dabei ist wesentlich, dal sich eine
beliebige Drehung stets durch zwei aufeinanderfol-
gende Spiegelungen an Ebenen darstellen 146t.

7. Wir bleiben zunichst bei der Annahme, daf}
die Spiegelungsbedingung erfiillt, also a=0 sei.
Dann stellt (11) eine Verkniipfung zwischen j und
E dar, die, voraussetzungsgemiB fiir v =0 giiltig,
weitgehend mit der zwischen j und E fir v=0
iibereinstimmt. Der Unterschied besteht allein dar-

9 M. SteexBeck, F. Krause u. K.-H. RipLer, Z. Naturforsch.
21 a, 369 [1966].

10 M. Steenseck u. F. Krause, Z. Naturforsch. 21a, 1285
[1966].
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in, dall das im letzteren Falle magebende ¢ im
ersteren durch

o

l+uop (12)

o =
vertreten wird. In diesem Zusammenhang wollen
wir ¢ als ,substanzeigene“ und ot als ,turbulenz-
bedingte* Leitfahigkeit bezeichnen.

Soweit die bisher eingefiihrten Voraussetzungen
gelten, diirfen also die mittleren elektromagnetischen
Felder wie ungemittelte behandelt werden. Man hat
dabei lediglich die substanzeigene Leitfahigkeit
durch die turbulenzbedingte zu ersetzen.

Das fiir o bestimmende § hingt, wie bereits er-
ortert, von v ab. Fiir ' =0 muB natiirlich oy =0
gelten. Falls man die Vorstellung anerkennt, daf}
ein gegebenes B-Feld in einem turbulenten Medium
mit ¥ =0 um so rascher zerfillt, je groBer v'? ist,
kann man weiter schlieBen, dal 67 mit wachsendem
v’2 fillt. Diese Erkenntnisse entsprechen denen, die
wir eingangs erwahnten.

8. Wenn das v’-Feld die Spiegelungsbedingung
verletzt, kann a <0 sein. GemiB (11) tritt dann ein
Anteil von j auf, der zu B proportional ist. STEEN-
BECK, KrAUSE und der Verfasser haben 19669 ge-
zeigt, dal} dieser eine elektromagnetische Riickkopp-
lung erméglicht. Im Zusammenhang damit ist ein
mit a B zu vergleichender Term fiir solche v’-Fel-
der berechnet worden, die der inhomogenen, daher
auch anisotropen, durch Coriolis-Krafte beeinflufliten
Turbulenz im Erdinneren oder auf Sternen entspre-
chen. Infolge der Coriolis-Krifte kommt dabei ein
bevorzugter Schraubensinn ins Spiel. An diese Er-
gebnisse anschliefend, haben SteenBeck und Krause
1966 1% und 1967 ! iiber eine Reihe von Dynamo-
mechanismen berichtet, die das Zustandekommen
der Magnetfelder der Erde, der Sonne und der ma-
gnetischen Sterne zu erklaren vermogen.

Wie aus dem Gesagten hervorgeht, kann die tur-
bulente Bewegung eines elektrisch leitenden Me-
diums im Falle a 40 Energie fiir den Aufbau und
die Erhaltung der mittleren elektromagnetischen
Felder liefern. Im Sinne der oben -eingefiihrten
Redeweise zeigt das Medium also, solange a=+0
gilt, einen aktiven Charakter.

11 F.Krause u. M. Steenseck, Z. Naturforsch. 22 a, 671 [1967].
— M. SteexBeck u. F. Krause, Magnitnaja Gidrodinamika
3, 19 [1967]; deutsche Ubersetzung in ,,Gustav Hertz in
der Entwicklung der modernen Physik“, Akademie-Verlag,
Berlin 1967, S. 155—177.
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Allgemeine Beziehungen fiir v’ x B’

1. Wir wollen " x B’ nun unter weniger ein-
schrankenden Voraussetzungen betrachten, die Be-
ziehung (8) verallgemeinern und zeigen, wie sich
die dabei an Stelle von a; und b;;;. auftretenden
Koeffizienten aus ¥ und v” berechnen lassen.

Als Ausgangspunkt dienen die Gln. (7). Beriick-
sichtigt man weiter diejenigen, die daraus durch
Mittelung hervorgehen, so folgt

L. AB’ +rot(v xB') — @E = —rot(v'x B+C),
nuo ot
divB’'=0. (13)
Zur Abkiirzung wurde dabei
C=WxB) =v'xB —v'xB (14)

eingefiihrt. Es sollen v, v" und B, bis auf weiteres
aber auch noch C als gegeben gelten. Wir fragen
zunichst nach B’. Die Berandung des rdumlichen
Bereiches, auf den wir (13) beziehen, befinde sich
im Unendlichen. Abgesehen von selbstverstédndli-
chen Regularititsforderungen, sind dann nur noch
Anfangswerte fiir B’ erforderlich, um dieses ein-
deutig festzulegen.

Fir das Folgende ist es zweckmifig, zur ten-
soriellen Schreibweise iiberzugehen, in der (13)

durch
1

Mo

y 3 _ ., 3B/
ABi + Eimn Enpq éx_ (vp Bq ) - 3t

3 g
= — Eimn 5&; (enpq vp Bg+Cr), (15)

3B/
axi B

wiedergegeben wird.

0

3. Nach diesen Vorbereitungen schreiben wir

B/ (x,t) = [[[Gu(x,t; X', )) B/ (X', 1,) d3

K.-H. RADLER

2. Um die Losung von (15) in allgemeiner Form
angeben zu konnen, fithren wir Greensche Funktio-
nen G;(X,t;x’,¢) ein. Sie werden fiir beliebige x
und &', jedoch nur fiir £>¢ benétigt. In diesem
Variablenbereich sollen sie dem Gleichungssystem

SCu

5, =0 (16)

1 3 _
P AGy+ imn Enpg 7 (7, Gy) —

sowie den Nebenbedingungen

Gy—0
Gil'—> (Sil 63 (x = x’)

|x —x"| > o0,
t—1'—0

fur
fir a7
geniigen, wobei sich 4 auf X bezieht und mit
03(x—x") eine Diracsche Deltafunktion fiir drei
Dimensionen gemeint ist.

Als Beispiel betrachten wir den einfachen Fall
5:0, auf den wir auch spiter wieder zuriickkom-
men werden. Fir diesen folgt aus (16) und (17)
eindeutig

Gu(x,t;%',1) =0, G(x —x',t 1),
3/s 2
G(x’t)=(ilﬂ> exp <_ nox ).

Tt 4

(18)

Dabei ist G nichts anderes als die Losung der
Warmeleitungsgleichung fiir einen ,,Einheitspol® in
einem unendlich ausgedehnten homogenen Medium
mit der Temperaturleitfahigkeit 1/u o.

Soweit ¥ eine zeitunabhingige ebene Scherstro-
mung beschreibt, lassen sich die G;; leicht aus frii-
heren Rechnungen des Verfassers 1% ableiten. Daran
ankniipfend, hat Krauvse!3 die G; fiir alle v mit
orts- und zeitunabhiingigen O%;/z; ermittelt und
dariiber hinaus die Existenz der Gy fiir beliebige v
mit stetigen O%;/Cx; bewiesen.

oo t e
= [[[[Gu(x,t;%',t) €mu ‘a%‘ (enpgvp (X, 8) By(x',8) +C,(x',¢))d% de’. (19)
t

7
—oot, m

Wie es sein mul}, gehen die Ausdriicke rechterhand fiir den Anfangsaugenblick ¢ =t, dank der zweiten Be-
dingung (17) tatsdchlich in B/ (x,t,) iiber. Ferner geniigt (19) der ersten Gl. (15) ; dies wird durch (16)
zusammen mit der zweiten Bedingung (17) sichergestellt. Demnach befriedigt (19) aber auch die Gleichung

1 OB/ 0J 3B/

2o B T Oy =0

12 K.-H. RipLEr, Beitr. Plasmaphys. 4, 21 [1964]. 13 F. Krausg, Z. Angew. Math. Mech. 48, 333 [1968].
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die sich durch eine verjiingende Differentiation aus jener ersten von (15) ergibt. Nach dem Vorangehen-
den erlaubt (20) allein dann ein von Null verschiedenes 9B;’/Jx;, wenn ein solches fiir ¢=1t, vorhanden
ist. So zeigt sich, da} (19) nicht nur der ersten, sondern auch der zweiten Gl. (15) geniigt, sofern diese
letztere durch B; (x, t,) befriedigt wird.

Die Schliisse, welche soeben dargelegt wurden, sind natiirlich an gewisse Konvergenzeigenschaften der
in (19) auftretenden Integrale gebunden. Soweit die Existenz der G; gekldart wurde, lassen sich diese
Eigenschaften unschwer nachweisen.

4. Als Anfangsbedingung wihlen wir B'(x,1)) =0, so daB das erste Integral in (19) verschwindet.
Die Bedeutung dieser Vereinfachung wird spéater erértert werden. Wenn man nunmehr in (19) eine par-
tielle Integration beziiglich x,, ausfiihrt und dabei die erste Bedingung (17) beachtet, ergibt sich

o ¢

Bz" (x’ t) — SSS Sacill(xa’;t';ﬁ,t ) £Z”m (Enm ’Up, (xr’ t’) Eq (xl’ tl) +Cn (xl, t/)) d3x/ dt,. (21)
—o0 2y i
Dies liefert

oo
’ ’ ’ ’ aG x,t;x,,t’ , . — 7 e
(V' X B')i=¢ijxv; (X,t) By (X,t) =~ &jx; €umn 'Snpqg S S kl"(*a;ri) v (%, 8) v, (X', ¢") By (%', 1) d32" dt

m
—o0
oo t a
G 5 o d 4 ' 4 4
— &ijk €imn S S S;fﬁki(%’xtli’,.t_ 2 v; (x, t) Cn(x 1 ) d3x di ] (22)
m
-0 ‘.

woraus alles weitere abgeleitet werden soll.

5. Zunichst vergleichen wir die beiden Integrale in (22) fiir kleine v". In diesem Grenzfall verhilt sich
das erste wie ein Ausdruck zweiter Ordnung in den v;"; denn wir diirfen annehmen, da mit den letzteren
nicht auch B, verschwindet. Das zweite Integral ist nach (14) und (21) als von mindestens dritter Ord-
nung in den v;" anzusehen.

Soweit wir uns mit einer ersten Niherung fiir kleine v” begniigen, darf das zweite Integral in (22) ge-
strichen werden. Durch Mittelung iber die verbleibenden Terme entsteht dann

o ¢t

7 1/ aG x:t;x/, ¥ 7 7 7 7\ D ’r 7 ’ ’
V' xB);= _sijke,mnen,,qggg S = M(ai’" ”—v,. (x,2) v, (x,7) By(x',¢) a3 dt'. (23)

—oo t,

Um zu einer zweiten Niherung fortzuschreiten, brauchen wir nur die in erster Naherung gebildeten C,
in (22) einzutragen. Driickt man diese gemdB (14) durch die entsprechenden (v"x B’), und (v"xB’),
aus und unterwirft (22) dann einer Mittelung, so verschwinden auf der rechten Seite alle Terme mit
(vV'xB’), . Die in erster Niherung giiltigen (v’ x B’), sind selbst wieder aus (22) zu entnehmen, wobei
aber, wie gesagt, das letzte Integral wegféllt. Mithin ergibt sich eine Beziehung, die nur darin von (23) ab-
weicht, daf} auf der rechten Seite ein weiterer Term hinzutritt, namlich

© t oo U

9Gu(x,2;x',¢) Gy (X, ¢';x",¢")
+ Eijk €imn Enj’k’ EU'm'n’ €n'pq ax’ W (24)
m m’

—oo t, —oo §,
x v (%,t) vy (%, 8) v, (x7,¢7) By(x”,¢")d32” d¢’’ 432" dr'.

Wie von der ersten zur zweiten, so kann man leicht auch zur dritten und schlieflich zu beliebig hohen
Niherungen gelangen, in die neben den Korrelationstensoren v; v,” und v; v}, v,” auch solche von ent-
sprechend hoher Stufe eingehen.

6. Wir rechnen im folgenden mit

WXB)i= [1I § Kig(®, 15 E,7) By (E, 7) do% dr. (25)
t,
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Was die erste Naherung betrifft, so wird dies durch (23) gerechtfertigt, woraus weiterhin
3G (x,1;8,7)

Am

zu entnehmen ist. Zur zweiten Naherung ubergehend bemerken Wir, dal} sich Integrationsfolge und -gren-

; (x3 t) vp,(ga T)

Kiq (x,; g ) 7) = — &jk €tmn Enpq -

(26)

zen in (24) derart abwandeln lassen, daB dort fff f Hf f

—o —0o0

.d32" d¢" d32” dt” erscheint. Auf Grund

dessen bleibt (25) richtig, und man hat auf der rechten Selte von (26) den Term

o0
n acu(x l
Eijk Etmn Enj'k’ €U'm'n €n’pq 3
el

)“ aG“ x’ t’ E_, T)

3E7, v (x,t) vy (x',1) v, (§,7) d3%" dt” (27)

hinzuzufiigen. Auf dem angedeuteten Wege 1a3t sich (25) bis zu beliebig hohen Niherungen begriinden
und (26) entsprechend erginzen, worauf wir aber nicht genauer eingehen wollen.
7. SchlieBlich soll (25) in eine Form gebracht werden, die der von (8) entspricht. Dabei bauen wir auf

der naheliegenden, spiter noch genauer zu erorternden Vorstellung auf, daB K, (x, ;8,7

nur fir gewisse

kleine |x — €| und z—7 wesentlich von Null abweiche. Dann interessiert B (§ 1) bei beheblgem festen x
und ¢ jeweils nur in einer entsprechenden Umgebung von §=x und 7=¢ Wir nehmen an, daf es sich

dort durch die Potenzreihe

(Er—=)..

(&—x) (x—1)” ** By(x,1)

B,(,7) =B,(x,1) + x+§2 . ! ) ax, 8;,737‘ (28)

darstellen lasse. So ergibt sich

— 3=+t B, (x, 1)
T « R (00) ()
(v x B )i= Jiq (x,1) Bq(x’ t) + x+y22 Gigri..t (x,2) a axt r (29)
o ¢
1

mit g e (%) =t g SKiq(x:t; E,1) (& —2)...(&—=y) (t—1)” d3 dr. (30)

—o0 1,

In (28) wie auch in (29) entspricht der erste Term
rechterhand % =» =0, und die Summation ist tiber
alle anderen Wertepaare aus nichtnegativen ganz-
zahligen % und v zu erstrecken; (30) gilt fiir alle ge-
nannten % und ». Natiirlich sind (&, —z,)...(5 —z;)
und g,’q‘: ¢ fir =0 durch 1 und g§2”), fir x=1
durch (&,—2,) und g zu ersetzen, und Entspre-
chendes gilt fiir die Ableitungen von B, .

8. Die Beziehungen (29) und (30) stellen das
wesentliche Ergebnis unserer Rechnung dar. Die er-
stere, welche als Verallgemeinerung von (8) zu be-
trachten ist, verkniipft ¥"x B’ mit B und seinen
raumlichen und zeitlichen Ableitungen. Die letztere
legt die dabei auftretenden Koeffizienten fest. In
diese gehen die Greenschen Funktionen Gj, die
durch v bestimmt werden, sowie die Korrelations-
tensoren v; v,’, v; vy v,,... fiir das v"-Feld ein.

Der Einfachheit halber hatten wir einen allseitig
unendlich ausgedehnten rdumlichen Bereich betrach-
tet und die Anfangsbedingung B’(x, ) =0

einge-

fihrt. Es ist nunmehr leicht zu iibersehen, daf} die
letztere in der ersten Ndherung durch
vi,(x’ t) Bl,(xlv to) =0
und in der zweiten durch dies zusammen mit
v (%,t) v (X',) B/ (x”,4) =0

zu ersetzen ist. Beide Bedingungen konnen fiir alle
x, X" und x” als erfiillt betrachtet werden, falls
t—t, nicht zu klein ist. Bei hoheren Naherungen
treten neben jenen Bildungen zweiter und dritter
auch solche hoherer Stufe auf, und schon die vierter
Stufe kann im allgemeinen fiir ein beliebig grofes
t—ty endliche Werte annehmen. Dank der Eigen-
schaften der G; ist dies aber von untergeordneter
Bedeutung. Der Einflu} jener Anfangsbedingung er-
streckt sich, wie von vornherein zu erwarten war,
auch bei hoheren Naherungen nur auf gewisse kleine
t—1ty. Wahlt man ¢y— o, so wird sie vollig un-
wesentlich.

Die Vorstellung, daB K;,(x,¢; §,7) nur fiir ge-
wisse kleine |x —&| und ¢ — 7 betrichtlich von Null
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abweiche, 1aBt sich nach (26) und (27) beziiglich
der ersten und zweiten Naherung dadurch begriin-
den, daB man das gleiche bei v (x,¢) v, (§,7) und
v (x,t) v, (x/,1) v, (§,7) voraussetzen darf. Was
die hoheren Naherungen betrifft, so hat man einen
ahnlichen Sachverhalt, wie er eben fiir die Anfangs-
bedingung geschildert wurde; um jene Vorstellung
zu rechtfertigen, mufl man wieder die Eigenschaften
der G;; ausnutzen.

Bei dem Naherungsverfahren, welches wir im
vorangehenden verwendet haben, ist natiirlich zu-
nichst an kleine v’ zu denken. Da aber (25) und ins-
besondere (29) und (30) fiir beliebig hohe Ndherun-
gen gelten, diirfen diese Beziehungen, soweit das
Verfahren konvergiert, als exakt betrachtet werden.

Symmetriebetrachtungen fiir g, g%/, ...

1. Wir wollen nun die Symmetriebetrachtungen,
die im Zusammenhang mit (8) fir a; und b;j;
durchgefiihrt wurden, auf die in (29) auftretenden
g, gi» ... iibertragen und ein wenig ausbauen.
Dies wird einen gewissen Uberblick dariiber liefern,
was bei der Ausrechnung der ¢%9” , g% , ... in eini-
gen einfacheren Fillen zu erwarten ist.

Die Uberlegungen, auf die es dabei ankommt,

gelten unabhingig davon, in welcher Naherung die
ggg"), gg;’) ,... betrachtet werden. Auch der Wert
von » ist unwesentlich. Da ferner die Zahl der In-
dizes immer zu erkennen sein wird, bleibt die Kenn-
zeichnung (0»), (17),... bis auf weiteres weg.

Wiahrend a;; und b;;; nur fir =0 untersucht
wurden, soll nun bei g;;, gigr,... auch ¥ =0 zuge-
lassen werden. Die letzteren sind demnach als Funk-
tionale von ¥ = ¥ + v” aufzufassen.

Der Einfachheit halber wollen wir ¢i;, Gigrs.--
stets fiir den Ursprung des Koordinatensystems be-
trachten. Solange das letztere beliebig verschoben
werden darf, bedeutet dies keinerlei Einschrankung.
Das v-Feld interessiert natiirlich im folgenden nur
in einer bestimmten Umgebung des Ursprungs, de-
ren Grofle mit seinen Korrelationseigenschaften zu-
sammenhangt.

Wir bezeichnen ein v-Feld beziiglich einer gege-
benen Achse als ,,im Mittel drehungsinvariant®,
wenn alle aus ¥ ableitbaren gemittelten Groflen bei
beliebigen Drehungen dieses Feldes um jene Achse
ungedndert bleiben. Zeigt ein v-Feld diese Eigen-
schaft beziiglich zweier verschiedener Achsen, die
einander schneiden, so muf} es dieselbe hinsichtlich
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aller Achsen aufweisen, die den Schnittpunkt enthal-
ten. Durch einen jeden Punkt kann also hochstens
eine in diesem Sinne bevorzugte Achse verlaufen.

Wir nennen weiterhin ein v-Feld beziiglich einer
gegebenen Ebene oder eines gegebenen Punktes ,,im
Mittel spiegelungsinvariant“, wenn die genannten
GroBlen durch die Spiegelung dieses Feldes an jener
Ebene oder an jenem Punkt nicht beeinfluflt werden.
Sobald letzteres wenigstens hinsichtlich einer Ebene
oder eines Punktes gilt, kann in der Bewegung des
Mediums kein bevorzugter Schraubensinn vorhan-
den sein.

2. Zunichst soll vorausgesetzt werden, dal das v-
Feld wenigstens beziiglich zweier verschiedener Ach-
sen, die durch den Ursprung verlaufen, folglich hin-
sichtlich aller solcher Achsen im Mittel drehungs-
invariant sei. Dies wird im allgemeinen an v =0
gebunden sein.

Mit sinngemiB gleichen Uberlegungen, wie sie
fir a;; und b;;; durchgefithrt wurden, 1at sich dar-
aus folgern, dafl g¢i;, Gigr»... isotrope Tensoren
sind. Fir die zweite und dritte Stufe stimmen die
letzteren, wie gesagt, bis auf skalare Faktoren mit
d;; und g, iiberein, und fiir hohere Stufen konnen
sie als Summe von Produkten aus denen zweiter und
dritter Stufe dargestellt werden. So ergibt sich

9iq =70,
Giqr = 0 Eigr »
Gigrs =& 6iq Ors + €2 0ir 6qs + &3 0j5 6qr s (31)
Giqrst = Cl 6iq Erst + 52 6ir Eqst T+ C3 6is Eqrt + 54 6it Eqrs
+ C5 6qr Eist + CG 6qs Eirt + C7 6qt Eirs
s CB 6rs Eigt + 59 6rt Eigs + 510 63! Eigr»

wobei 7, 0, &, &, &, (;,... skalare Funktionale

von ¥ bedeuten.

Fiir die Bestimmung von ¥’ x B’ konnen, wie
(29) erkennen laft, von den in (31) aufgeschriebe-
nen Termen nur die mit y, 6, &, {5, {y und ;, be-
hafteten eine Rolle spielen; die iibrigen diirfen teils
wegen OB,/3xz,=0, teils wegen der Symmetrie von
03B,/3x, Oz, Oz; in r, s und ¢ gestrichen werden.
Die Summanden von v" x B’, die den ersteren ent-
sprechen, sind Produkte skalarer Funktionale von v
mit

B, rotB, 4B, rotAB (32)

und derartigen Ausdriicken, in denen B durch seine
Zeitableitungen ersetzt ist.

3. Wir verlangen weiterhin vom v-Feld, dal} es
wenigstens beziiglich einer den Ursprung enthalten-
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den Ebene im Mittel spiegelungsinvariant sei. Dann
muf das gleiche auch hinsichtlich des Ursprungs gel-

ten.

Auf dem Wege, auf dem wir das Verhalten der
mit @;; und b;j; zusammenhingenden o und f bei
Spiegelung des v’-Feldes am Ursprung ergriindet
haben, sind auch entsprechende Aussagen tiber g;,,
Gigr» -+ - zu gewinnen. Es zeigt sich, dal} die letzte-
ren bei einer solchen Spiegelung, soweit sie eine
gerade Stufenzahl besitzen, lediglich ihr Vorzeichen
wechseln und, wenn es sich um eine ungerade Stu-
fenzahl handelt, vollig ungedndert bleiben.

Demnach hat man in (31) weiterhin die Terme
mit y und & zu streichen, und in (32) fallen somit
B und 4B weg.

4. Wir wollen uns nun mit solchen Féllen befas-
sen, in denen das v-Feld nur beziiglich einer einzi-
gen durch den Ursprung verlaufenden Achse im Mit-
tel drehungsinvariant ist. Um die Richtung dieser
Achse zu kennzeichnen, fiilhren wir einen dazu par-
allelen Einheitsvektor A ein; wie sein Vorzeichen
festgelegt wird, ist vorerst belanglos. Auf Ursachen,
die eine solche bevorzugte Achse im v-Feld bewir-
ken konnen, werden wir spéter eingehen.

Unter diesen Umstdnden miissen die Komponen-
ten von gy » igr» - - - gegeniiber Drehungen des Ko-
ordinatensystems um jene Achse invariant sein. Ten-
soren, deren Komponenten diese Eigenschaft besit-
zen, lassen sich durch Uberschiebung isotroper Ten-
soren mit 4;, 4;4;,... darstellen. Man findet so

Giq =710ig+ V2 8igidi+7s Aidq,
Giqr= 01 Eigr + Og Oig Ay + 03 03 Ay + 04 09, 2 (33)
+ 65 Eiqi 2.]' lr + 66 Eirj l] lq e 67 Eqri /1]' 1"
+0g4;4q 4,
wobei 71, Va5 755 015+
sind.

Im Hinblick auf v" x B’ ist von den in (33) an-
gegebenen Termen der mit J, wegen OB,/dz,=0
bedeutungslos. Die anderen liefern Summanden von
v’ x B’, die bis auf skalare Funktionale von v durch

B2 xB.A(AB),
rot B, (lgrad)ﬁ, Agrad B,
Ax (Agrad) B, AxAgrad B,A(Arot B),
A (A (Agrad) B)
und entsprechende Ausdriicke gegeben werden, in

denen an Stelle von B dessen Zeitableitungen auftre-

ten. Dabei soll (lgrabl_i)i=i,,- agi/ax,- sein.

. skalare Funktionale von v

(34)
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5. Wir setzen zunichst ¥ = 0 und nehmen an, daf
die bevorzugte Achse durch eine Ortsabhingigkeit
von v"2 gegeben wird. Genauer gesagt, soll grad v
in der interessierenden Umgebung des Ursprungs
konstant sein und A parallel dazu gewihlt werden.

Soweit dies zutrifft, kann das v-Feld hochstens
beziiglich der den Ursprung und A enthaltenden
Ebenen im Mittel spiegelungsinvariant sein. Wir
wollen aber nicht von einer solchen Annahme aus-
gehen, sondern verlangen, dal} ¢i,, Gigr,... bei
Spiegelung des v-Feldes an der durch den Ursprung
verlaufenden und zu A senkrechten Ebene nur in
dem MaBe beeinfluBt werden, in dem sich A indert.
Das gleiche mul dann auch fiir die Spiegelung am
Ursprung gelten. In beiden Fillen geht A in —2A
iber. Fir (33) bedeutet dies, dal} y;, y5, 05, 04
und Jdg verschwinden, und in (34) fallen daher B,
A(AB), (Agrad)B, A grad B und A (A (A grad) B)
weg.

Wie alle bisher eingefiihrten Spiegelungsbedin-
gungen, so schlieit auch die eben benutzte das Vor-
handensein eines bevorzugten Schraubensinnes in
der Bewegung des Mediums aus. Sie bildet aber die
erste unter ihnen, die mit dem Auftreten eines Sum-
manden von ¥’ x B’ vertriglich ist, der B selbst
und nicht nur dessen Ableitungen enthilt. Der letz-
tere ist proportional zu A x B oder, anders gesagt,
zu grad v”2 x B. Er wird uns spiter 14 AnlaB bieten,
neben einer turbulenzbedingten Leitfahigkeitsidnde-
rung auch eine solche Permeabilitidtsinderung ein-
zufiihren.

6. In einem weiteren Beispiel beschreibe v, so-
weit es interessiert, eine starre Rotation um eine
durch den Ursprung verlaufende Achse, welche na-
tirlich die Rolle der bevorzugten Achse iibernimmt.
Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist dann als
konstant zu betrachten, und A soll parallel dazu sein.

Wir verwenden nun die naheliegende Annahme,
da} das v-Feld beziiglich der durch den Ursprung
verlaufenden, zu A senkrechten Ebene im Mittel
spiegelungsinvariant sei. Dann muf} das gleiche auch
hinsichtlich einer Spiegelung am Ursprung gelten.
Dies verlangt, da} die in (33) auftretenden 7,, y»
und y3 verschwinden. In (34) sind auf Grund des-
sen B, A x B und A (A B) zu streichen.

Wegen der Voraussetzung, dal} die Rotations-
achse durch den Ursprung des Koordinatensystems
verlaufe, darf man das letztere nicht mehr beliebig

14 K.-H. RipLEr, Z. Naturforsch. 23 a, 1851 [1968].
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verschieben. Unsere Uberlegungen kénnen daher zu-
nédchst nur Aussagen iiber das auf der Rotationsachse
anzutreffende v’ x B” liefern. Es liBt sich zeigen,
dal} diese auch fiir beliebige andere Punkte gelten,
sofern die oben fiir ¥ erhobenen Forderungen dort
wenigstens von ¥” befriedigt werden. Wir begniigen
uns mit dieser Andeutung, weil wir die hier betrach-
teten Verhiltnisse ohnehin spiter ausfiihrlicher be-
handeln méchten 15.

15 K.-H. Riprer, Z. Naturforsch., in Vorbereitung.
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7. Auf Grund dhnlicher Betrachtungen, wie wir
sie hier erlautert haben, kann man auch fiir v-Fel-
der mit weniger einfachen Symmetrieeigenschaften
Aussagen tber ¢, , Gigr, ... gewinnen und damit er-
kennen, wie ¥"x B’ aufgebaut ist. Es bleiben aber
grundsitzlich gewisse skalare Koeffizienten unbe-
stimmt. Diese miissen anderweitig, etwa mit Hilfe
von (30), ermittelt werden. Natiirlich ist es mog-
lich, dafl einige von ihnen und damit die entspre-
chenden Summanden in v" x B’ verschwinden.
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In a foregoing paper the foundations for an electrodynamics of mean fields in turbulently mov-
ing electrically conducting media were developed. With the method demonstrated there a special
case is treated. The turbulence is supposed to deviate from a homogeneous isotropic one showing
reflexion symmetry, only due to a gradient of intensity, i. e. of the mean square velocity. The cal-
culations are carried out for small intensities. As a result, expressions for the modified conductivity
introduced for homogeneous turbulence in the foregoing paper are given and discussed. The effect
of the intensity gradient is illustrated by a simple example. Furthermore, a possibility is shown
for describing the general result in terms of modified conductivity and permeability.

Einfiihrung

1. In der vorangehenden Untersuchung?!, die im
folgenden kurz mit I bezeichnet wird, haben wir
die Grundziige einer Elektrodynamik der mittleren
Felder in turbulent bewegten, elektrisch leitenden
kontinuierlichen Medien entwickelt.

Als Ausgangspunkt dienten Maxwellsche Glei-
chungen und ergidnzende Materialgleichungen mit
den in der nichtrelativistischen Magnetohydrodyna-
mik iiblichen Vernachlassigungen. Es wurde die ma-
gnetische KraftfluBdichte B eingefiihrt, weiterhin
die magnetische Feldstirke H, die elektrische Feld-
stirke E, die elektrische Stromdichte j und die Ge-
schwindigkeit v, mit der sich das Medium bewegt.
Sowohl die magnetische Permeabilitat x als auch
die elektrische Leitfahigkeit o galten als orts- und
zeitunabhingig. Feldgroen wie B, H, E und j
miissen, wenn ¥ einer turbulenten Bewegung ent-
spricht, gleich diesem unregelmiflige raumliche und

1 K.-H. RipLER, Z. Naturforsch. 23 a, 1841 [1968].

zeitliche Schwankungen aufweisen. In Anbetracht
dessen sind mittlere FeldgroBen wie B.E, H, ; und
¥ mit einem weniger verwickelten raumlichen und
zeitlichen Verlauf erkldrt sowie im Mittel verschwin-
dende Differenzen zwischen den ersteren und den
letzteren wie B’, H', E’, j* und v’ eingefiihrt wor-
den.

Wir haben die Aufgabe jener Elektrodynamik
der mittleren Felder darin gesehen, das Verhalten
von B, H, E und j zu bestimmen, wenn v und ge-
wisse fiir ¥’ kennzeichnende GroBen gegeben sind.
Unsere Uberlegungen lieferten zunichst die Gln.
(I.5) und (I. 6), namlich

rotE:—%‘%, rotf_I=j_, divB=0,

(1)
B=uH, j=¢(E+vxB+v xB),
und weiterhin die Feststellung, da v" x B’ als Funk-

tional von B, v und v” aufgefaBit werden darf. Die
genannte Aufgabe ist als grundsitzlich gelost anzu-



